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Sei f ein Endomorphismus eines K-Vektorraums V.

Definition: Ein Element A\ € K ist ein Eigenwert von f genau dann, wenn der Unterraum

Eig, ; := Kern(A-idy — f) € V

ungleich Null ist. Dieser heisst dann der zu A\ gehorende Eigenraum von f. Seine von Null verschiedenen

Elemente sind die Eigenvektoren von f zum Eigenwert A. Die Dimension von Eig), , heisst die geometrische
Vielfachheit des Eigenwerts . >4

Proposition: Seien A\, ..., \, € K paarweise verschiedene Eigenwerte von f. Dann ist die folgende lineare
Abbildung injektiv:

Eig)\hf X ... X Elg)\r,f — V, (U]_,...,'Ur> }_>/U]_ + -..+UT.

Ab jetzt sei V' endlich-dimensionatl:

Definition: Ist B eine geordnete Basis von V' der Lénge n, so ist das charakteristische Polynom von f

charf(X) = det(XIn—B[f]B) € K[X] MC»)(T\M_L M n
Proposition: Fiir jedes A € K gilt

Wf(x) — det(A-idy — f). {
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Satz: Die Eigenwerte von f sind genau die Nullstellen von char¢(X) in K.
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Folge: (a) Es gibt hochstens endlich viele Eigenwerte von f. Mo [ Vv } >
? =

(b) Ist V' # 0 und K algebraisch abgeschlossen, so gibt es Eigenwerte von f. = QN0

Definition: Die arithmetische Vielfachheit eines Eigenwerts A € K von f ist die Vielfachheit von \ als
Nullstelle von char;(X).

Folge: Die Anzahl der Eigenwerte von f, mit arithmetischen Vielfachheiten gezihlt, ist < dimg(V'), und

sogar = dimg (V') wenn K algebraisch abgeschlossen ist.



Nach Konstruktion sind die geometrische Vielfachheit und die arithmetische Vielfachheit jedes Eigenwerts

> 0.
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Satz: Die geometrische Vielfachheit ist stets < der arithmetischen Vielfachheit.
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Definition: Die Eigenwerte, Eigenvektoren, und Eigenrdume einer n x n-Matrix A {iber K sind die FEi-

genwerte, Eigenvektoren, bzw. Eigenrdume des Endomorphismus L 4: K™ — K™.
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8.3 Diagonalisierbarkeit

Sei weiterhin f ein Endomorphismus eines endlich-dimensionalen K-Vektorraums V.

Proposition: Fiir jede geordnete Basis B von V sind dquivalent: b= ( 7/ ~ Y )
(a) Die Darstellungsmatrix g[f]p ist eine Diagonalmatrix.
(b) Die Basis B besteht aus Eigenvektoren von f.
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Definition: Besitzt V' eine solche Basis B, so heisst f diagonalisierbar.

Satz: Ein Endomorphismus f ist diagonalisierbar genau dann, wenn char;(X) iiber K in Linearfaktoren

zerfallt\fd fiir alle Eigenwerte von f die geometrlsche Vielfachheit gleich der arithmetischen Vlelfachhelt/
ist.
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Folge: Zerfallt char(X) iiber K in Linearfaktoren und haben alle seine Nullstellen die Vielfachheit 1, so

ist f diagonalisierbar.
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Proposition: Sei A eine n x n-Matrix A iiber K. Fiir eine invertierbare Matrix U ist U AU eine

Diagonalmatrix genau dann, wenn die Spalten von U eine Basis aus Eigenvektoren von A bild

sind dquivalent:

(a) Der Endomorphismus L4: K" — K" ist diagonalisierbar.

(b) Die Matrix A ist &hnlich iiber K zu einer Diagonalmatrix.

Definition: Eine solche Matrix A heisst diagonalisierbar iber K.
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Beispiel: Die reelle Matri@hat charakteristisches Polynom X2 — 10X + 16 = (X — 2)(X — 8)

und somit zwei verschiedene Eigenwerte der arithmetischen Vielfachheit 1 in@ Also ist A diagonalisierbar
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Beispiel: Die reelle Matrix reprisentiert eine Drehung um 90° in der Ebene R?. Thr charak-
teristisches Polynom ist X2 F 1 und hat somit keine Nullstellen i@ Also ist B nicht diagonalisierbar

iiber R. Uber C hat das charakterische Polynom jedoch zwei verschiedene einfache Nullstellen +i. Also ist

B diagonalisierbar iiber C.
R
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Beispiel: Die Maber einem beliebigen Korper hat charakteristisches Polynom (X — 1)?
und somit nur den Eigenwert 1 der arithmetischen Vielfachheit 2. Der zugehorige Eigenraum (((1))> hat
aber Dimension 1, also ist die geometrische Vielfachheit gleich 1. Somit ist C' nicht diagonalisierbar.

rd

oAU =D
T
(0
Anwendung: Sei A diagonalisierbar, also A = UDU ! fiir eine invertierbare n x n-Matrix U und eine
Diagonalmatrix D mit Diagonaleintrdgen Ay, ..., A,. Dann sind die Potenzen von A gegeben durch:
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